Rozdział 3 Liczby zmiennopozycyjne
Celem rozdziału jest zapoznanie Studentów z liczbami zmiennopozycyjnymi. Przedstawione zostaną w nim zagadnienia dotyczące reprezentacji binarnej liczb rzeczywistych, precyzji liczb, wbudowanych typów rzeczywistych i zgodności typów. Ponadto zostaną zaprezentowane przykłady przedstawiające problemy pojawiające się przy działaniach na liczbach zmiennopozycyjnych.
3.1. Niejednoznaczność zapisu i precyzja liczb zmiennopozycyjnych
W obliczeniach naukowych często operuje się liczbami bardzo małymi lub bardzo dużymi np. 5.134 x 1030 . Zapis takich liczb w systemie dwójkowym (i innym także) wymagałby dużej liczby cyfr i skutkował zwiększonymi wymaganiami odnośnie pamięci i czasu obliczeń. W celu zmniejszenia tych wymagań, powszechnie stosowany jest zapis danych przy użyciu mniejszej ilości bitów z zastosowaniem zapisu zmiennoprzecinkowego.
I tak np. liczbę 3,1415 można przedstawić w zapisie  (znak) * m * pw  czyli  0.31415*101  
gdzie 
m - mantysa, zapisana w systemie o podstawie p, 

p - podstawa danego systemu pozycyjnego,

w - wykładnik, zapisany w systemie o podstawie p, jest zawsze liczba całkowitą.
W niniejszym przykładzie przyjmują one  wartości: m=  0.31415, p=10, w=1.

Liczby zmiennopozycyjne można przedstawiać w różnych kombinacjach mantys i wykładników. Mamy  tu do czynienia z niejednoznacznością zapisu wartości liczby. 
np. 0.31415 * 101  =  0.031415 * 102  = 3.1415 
Aby uniknąć niejednoznaczności zapisu stosuje się tzw. postać znormalizowaną liczby zmiennopozycyjnej, w której mantysa m spełnia warunki: m>=1; m<p. W tym przypadku znormalizowana postać to: 3.1415 

Kolejną cechą liczby zmiennoprzecinkowej jest precyzja, określająca ilość znaczących cyfr. Ilość cyfr mantysy i wykładnika jest z góry ustalona w znanych implementacjach. Liczba jest reprezentowana z pewną skończoną dokładnością i należy do skończonego zbioru wartości.
Przykład binarnych reprezentacji liczb 0.1, 0.3 i 0.5 podaje tabela 3.1. 
Tabela 3.1 Reprezentacja binarna liczb rzeczywistych
	Zapis dziesiętny liczby
	Reprezentacja dwójkowa

	(0.1)10= 0* 20 + 0* 2-1+0* 2-2+0 * 2-3+0* 2-4 + 0* 2-5 (
	(0.0(0011))2

	(0.3)10= 0* 20 + 0* 2-1+0* 2-2+0 * 2-3+0* 2-4 + 0* 2-5…
	(0.0(0011))2

	0.5 )10= 0* 20 + 1 * 2-1
	(0.1)2


Jak widać, liczba 0.5 ma dokładną binarną reprezentację natomiast 0.3 i 0.1 mają nieskończone rozwinięcie w układzie binarnym.
3.2.  Reprezentacja liczb zmiennopozycyjnych w pamięci komputera.
W pamięci komputera, w celu najlepszego wykorzystania liczby bitów przeznaczonych na zapis, stosuje się zapis znormalizowany. Konieczność ujednolicenia zasad operacji na liczbach zmiennoprzecinkowych na różnych platformach sprzętowych skutkowała opracowaniem standardu IEEE 754, który definiuje dwie klasy liczb:
· pojedynczej precyzji (ang. single, single precision),
· podwójnej precyzji (ang. double, double precision).
Obecnie w oparciu o ten standard realizowane są wszystkie implementacje sprzętowe liczb zmiennoprzecinkowych. Są również inne sposoby zapisu, różniące się jedynie liczbą bitów przeznaczoną na poszczególne pola.
W języku C++ możemy korzystać ze zmiennych typu rzeczywistego podanych w Tabeli 3.2.
Tabela 3.2 Typy liczb zmiennopozycyjnych
	nazwa typu
	wielkość (bajty)
	dokładność

	zakres

	float  
	4
	pojedyncza precyzja - 6 - 7 cyfr po przecinku
	Rmin ≈ 10-38
Rmax ≈ 10+38


	double

	8
	podwójna precyzja - dokładność 15 - 16 cyfr po przecinku
	Rmin ≈ 10-308
Rmax ≈ 10+308


	long double
	12
	liczby z dokładnością - 19 - 20 cyfr po przecinku
	Rmin ≈ 10-5094
Rmax ≈105094


3.3. Konsekwencje stosowania liczb zmiennopozycyjnych
Korzystanie z liczb zmiennoprzecinkowych wiąże się z pewnymi problemami:
· ograniczona jest liczba bitów przeznaczona na zapamiętanie liczby,  
· wynik działań arytmetycznych prowadzi często do przekroczenia maksymalnej dopuszczalnej wartości liczb, ma wówczas miejsce tzw. nadmiar, 
· większość liczb nie ma dokładnej reprezentacji dwójkowej (np. 0.5 ma dokładną reprezentację binarną ale 0.1, 0.3 czy 0.6 już nie).
3.3.1. Skutki braku dokładnej reprezentacji binarnej i przekroczenia zakresu liczby zmiennopozycyjnej
Przykład 1: 
Napisz program, w którym iteracyjnie będzie zmniejszana zmienna x. Przyjmij, że x ma początkową wartość 1 i jest zmniejszane o 0.1. Program ma być wykonywany dopóki x będzie różne od zera.
1. #include <iostream>
2. #include <cstdlib>
3. using namespace std;
4. int main()
5. {
6. 
float x=1.0;
7. 
while (x!=0)
8. 
{
9. 

x=x-0.1;
10. 

cout<<x;
11. 

system("PAUSE");
12. 
}
13. 
return 0;
14. }
Listing 3.1 Przykład kodu programu, w którym zmienna sterująca zmienia się o wartość 0.1, o nieskończonej reprezentacji binarnej.
Kod programu przedstawia Listing 3.1, a wynik działania programu Rysunek 3.1. Wydaje się, że w tym przypadku, zmniejszając x, zmienną sterującą pętlą while, od wartości początkowej 1.0 o wartość 0.1, otrzymamy 10 krotne wypisanie zmieniającej się wartości x. Jednak ze względu na fakt, że 0.1, jak podano powyżej, nie ma dokładnej reprezentacji binarnej, nigdy nie zostanie spełniony warunek zakończenia pętli, co widać na rysunku 3.1.
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Rysunek 3.1 Wynik wykonania programu z Listingu 3.1 
Przykład 2. 
Napisz program, który:
a) Wypisze wartości wyrażeń: 
(1)  10 * (5.5-5) -5  
(2)  10 * (5.1-5) -1 
b) Wypisze wartości kolejnych wielokrotności liczby 0.6;
c) Wypisze wartości drugiej i trzeciej potęgi liczby 1e20.
Listing 3.2. prezentuje rozwiązanie Przykładu 2 a Rysunek ‎3.2 wynik działania programu. Zwróćmy uwagę na to, jaki będzie wynik dla prostych wyrażeń podanych w wierszu 10 i 11. Wydawać się może, że wartość obu wyrażeń wynosi 0. Analizując wyniki uzyskane po uruchomieniu programu (Rysunek 3.2) widzimy, że wyrażenie (1) ma wartość 0 a wyrażenie (2) 3.55371e-015. Czym jest to spowodowane? Mamy tu do czynienia z dokładną reprezentacją dwójkową liczby 0.5, wynik w tym przypadku wynosi 0. Natomiast w przypadku niedokładnej reprezentacji, liczba 0.1 ma nieskończone rozwinięcie w układzie binarnym, wyrażenie 
10* (5.1-5)-1 daje wynik -3.55271e-015. 
Skutki nieskończonej reprezentacji binarnej liczb zmiennopozycyjnych można zaobserwować również obliczając w pętli for, o ustalonej z góry liczbie iteracji, wielokrotność liczby 0.6, instrukcje z wierszy 14-18 Listingu 3.2. 
Z kolei w wierszach 21-22 mamy przykład wypisania drugiej i trzeciej potęgi podanej liczby rzeczywistej. Jeśli użyjemy zmiennej o pojedynczej precyzji (float) i przypiszemy jej wartość np. 1e20 próba mnożenia liczby przez nią samą spowoduje błąd obliczeń, w związku z przekroczeniem zakresu, Gdy wynik uzyskamy stosując funkcję pow(1e20,2) nie ma błędu, gdyż funkcja daje wynik typu podwójnej precyzji (double), Rysunek 3.2.
1. #include <iostream>
2. #include <cstdlib>
3. #include <cmath>
4. #include <iomanip>
5. using namespace std;
6. int main()
7. {

8.   setlocale(LC_ALL,"Polish");
9.     cout<<"Wartości wyrażeń dla liczb o skończonej i nieskończonej reprezentacji binarnej";
10.  cout<<"\n 
(1)  10 * (5.5-5) -5  ="<<10 * (5.5-5) -5 <<endl;
11.  cout<<" 
(2)  10 * (5.1-5) -1  ="<<10 * (5.1-5) -1 <<endl; 
12.  cout<<"Wielokrotności liczby, o nieskończonej reprezentacji binarnej ";
13.  float suma=0.0;
14. for (int i=0;i<11;++i)
15. {

16. 
cout<<"\nsuma= "<<setprecision(21)<<suma<<"\n";
17. 
suma=suma+0.6;
18. }
19.   cout<<"\nObliczenie drugiej i trzeciej potęgi liczby rzeczywistej\n";
20. float x = 1e20;
21. cout<<"x * x = "<<x*x <<"\t pow(x,2)= "<<pow(x,2)<<endl;
22. cout<<"x * x * x = "<<x*x <<"\t pow(x,3)= "<<pow(x,3)<<endl;
23. system("PAUSE");
24. return 0;
25. }
Listing 3. 2 Kod programu wypisującego wartość  drugiej i trzeciej potęgi liczby rzeczywistej
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Rysunek ‎3.2 Wynik działania programu z Listingu 3.2
Przykład 3. 
Mamy przedział liczbowy  [a,b]. Można go podzielić na n-części. Napisz  program, który obliczy długość przedziału [a,b].
a) obliczając sumę części, 
b) obliczając iloczyn.
1. #include <iostream>
2. #include <cstdlib>
3. using namespace std;
4. int main()
5. {
6.    float x;
7.    float a = 1, b = 3, sum1 = 0, sum2 = 0;
8.    int n = 5000;
9.    int i;
10.    x = (b - a)/n;
11.    for (i = 0; i < n; ++i)
12.    
{
13.      
 sum1 += x;
14.     
}
15.    cout<<"sum1="<<sum1<<" blad1=" <<(2 - sum1)<<endl;
16.    sum2 = n*x;
17.    cout<<"sum2="<<sum2<<"  blad2="<< (2 - sum2)<<endl;   
18.    system("PAUSE");
19.    return 0;
20. }
Listing 3.3. Kod programu obliczania długości przedziału <a,b> jako sumy (sum1) i iloczynu (sum2) n-części
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Rysunek 3.3. Wynik działania programu z Listingu 3.3
Po podziale przedziału [a,b] na 5000 równych części, długość przedziału uzyskana jako wynik sumowania kolejnych części wynosi 1.9988, natomiast wynik mnożenia 2/5000  przez 5000 wynosi 2. Jak widać na powyższym przykładzie (Rysunek 3.3), operacja dodawania daje większy błąd obliczeń niż operacja mnożenia liczb zmiennopozycyjnych.
3.4.  Zgodność typów liczbowych

Należy pamiętać o tym, że przypisanie zmiennej, o określonym typie danych, wartości zmiennej lub wyrażenia innego typu, wprawdzie nie spowoduje błędu kompilacji, jednak skutkować będzie błędnym wynikiem.
Przykład 4. 
Napisz program dzielenia liczby całkowitej przez liczbę całkowitą np.2.
1. #include <iostream>
2. #include <cstdlib>
3. using namespace std;
4. int main()
5. {
6.   
 int x=45;
7.   
 float y = x/2;
8.     cout<<"x \t y = x/2 "<<endl;
9.     cout<<x<<"\t "<<y<<endl;
10.  system("PAUSE");
11.  return 0;
12. }
Listing 3.4. Przykład dzielenia liczby całkowitej przez liczbę całkowitą
Powyżej podano kod programu (Listing 3.4), którego wynik prezentuje rysunek 3.4.
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Rysunek 3.4 Wynik działania programu z Listingu 3.4
W omawianym przykładzie zmiennej rzeczywistej y przypisano wynik dzielenia dwóch liczb całkowitych. Mimo iż  typ zmienna y jest typu float przyjmuje ona wartość całkowitą. Problem ten można rozwiązać  stosując tzw. rzutowanie. W tym przypadku instrukcja podstawienia przyjmuje postać  y = (float) x/2. Równie dobrze można zastosować zapis  y= float (x)/2;
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Rysunek 3.5. Wynik programu (Listing 3.4 ) dzielenia liczb całkowitych z zastosowaniem rzutowania 
3.5.  Precyzja wypisania liczby zmiennopozycyjnej

Stosując zmienne rzeczywiste użytkownik ma możliwość określenia dokładności wypisywania wyników. W tym celu przed wypisaniem wartości zmiennej/wyrażenia stosuje się funkcję setprecision(n) z biblioteki <iomanip>. 
Przykład 5.
Napisz program, który dla podanego przez użytkownika kąta w stopniach obliczy i wypisze wartość funkcji sin(x) z dokładnością do dwóch miejsc po przecinku.
Listing 3.5 przedstawia rozwiązanie z wykorzystaniem funkcji setprecision, a Rysunek 3.6 wynik uzyskany po wykonaniu programu. 
1. #include <iostream>
2. #include <cmath>
3. #include <iomanip>
4. using namespace std;
5. int main() {
6. int a;
7. 
cout<<"Podaj kat w stopniach ?"<<endl;
8. 
cin>>a;
9.    float x;
10. 
x=(a*M_PI)/180;

11. 
float y=sin(x);
12. 
cout<<"x"<<"\t"<<"sin(x)"<<endl;
13. 
cout<<"==================="<<endl;
14. 
cout<<x<<"\t"<<y<<endl;
15. 
cout<<endl;
16. 
cout<<"x"<<"\t"<<"sin(x)"<<endl;
17. 
cout<<"==================="<<endl;
18. 
cout<<setprecision(3)<<x<<"\t"<<setprecision(3)<<y<<endl;
19. 
cout<<endl;
20. 
system("PAUSE");
21. 
return 0;
22. }
Listing 3.5. Kod programu wypisującego liczby zmiennopozycyjne z podaną dokładnością.  Przykład użycia funkcji setprecision(n)
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Rysunek 3.6.  Wynik wykonania programu z Listingu 3.5. 
3.6. Pseudolosowe liczby zmiennoprzecinkowe

Przy testowaniu programu, w szczególności przy operacjach na tablicach liczb wymagających wprowadzenia dużej ilości danych, użytkownik może wykorzystać funkcję rand() z biblioteki <cstdlib>, która generuje liczbę pseudolosową 
Funkcja rand() generuje liczbę całkowitą z zakresu  od 0 do RAND_MAX. Stała RAND_MAX jest równa 32767. 
Losowanie różnych liczb pseudolosowych wymaga użycia funkcji srand, która wpisuje podaną wartość seed do ziarna liczb pseudolosowych. Najczęściej wywołuje się ją raz na początku programu z wartością odczytaną z zegara systemowego srand((unsigned)time(NULL));
Instrukcja  x= 1.0*rand()/(RAND_MAX +1) generuje liczbę rzeczywistą x o wartości z przedziału od 0 do 1. W celu wygenerowania liczby rzeczywistej x z określonego zakresu <a,b) należy skorzystać z wyrażenia: x = (rand() / (RAND_MAX+1.0) )* (b -a)+a;
Przykład 6.
Napisz program, który generuje 10 pseudolosowych liczb rzeczywistych typu float o wartościach z zakresu [-10,10)
Kod programu wypisującego generowane liczby pseudolosowe przedstawia Listing 3.6.
1. #include <iostream>
2. #include <cstdlib > 



//biblioteka zawierająca funkcję rand()
3. #include <ctime>



//biblioteka zawierająca funkcję time()
4. using namespace std;
5. int main(int argc, char** argv) 
6. {
7.    srand(time(NULL));









8.    for(int i=0;i<10;i++)
9.      {
10.        float x= -10.0+20.0*rand()/(RAND_MAX);



11.        cout<<x<<endl;

12.      }
13. system("PAUSE");
14. return 0;
15. }
Listing 3.6. Kod programu wypisującego rzeczywiste liczby pseudolosowe z przedziału <-10,10). 
Wyniki uzyskane po uruchomieniu programu prezentuje Rysunek 3.7.
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Rysunek 3.7. Wynik wykonania programu z Listingu 3.6 
3.7. Obliczanie wartości funkcji z podaną dokładnością
Przykład 7.
Funkcję exp(x) można przedstawić jako sumę elementów szeregu Taylora: 
ex = 1+ x +  x2/2!  +  x3/3! ....+ xn/ n!  .
Zaimplementuj w języku „C/C++” algorytm obliczający przybliżone wartości funkcji f(x) = exp(x) dla x €[-30, 30], poprzez sumowanie wyrazów rozwinięcia tej funkcji w szereg Taylora wokół x = 0, z podaną dokładnością np. eps =0.0001. 
W rozwiązaniu nie można korzystać z funkcji obliczającej silnię ani potęgę. Kolejny element ciągu należy uzyskać na podstawie wartości poprzedniego, wykonując odpowiednie operacje arytmetyczne. Wypisz ile elementów ciągu jest uwzględnianych do obliczenia wartości funkcji przy podanej dokładności.
Rozwiązanie: 
a1= 1; a2 = x; a3 = 1/ x;, …an = xn/n!
Każdy kolejny element szeregu Taylora można obliczyć na podstawie wartości poprzedniego elementu: a=a*x/n – gdzie n to kolejne liczby naturalne. Jeśli różnica między sumą `n-1` elementów a sumą `n` elementów będzie mniejsza (lub równa) `eps` to mamy wynik z dokładnością do `eps`. W tym celu wystarczy sprawdzać czy dodawany element jest mniejszy (lub równy) niż `eps`.
Listing 3.7 przedstawia kod programu, a Rysunek 3.8 wynik działania tego programu.
1. #include <iostream>
2. #include <cstdlib>
3. #include <cmath>
4. using namespace std;
5. int main(int argc, char** argv) 
6. { double const eps = 0.0001;
7. 
double x;
8. 
cout<< "Podaj x \n";
9. 
cin>>x;
10. int n=1;
11. double
a=1;
12. double
s=0;
13. 
while (a>eps)
14. 
{
15. 

s+=a;
16. 

a=a*x/n;
17. 

n++;
18. 
}

19. cout<<"x = "<<x<<"\t exp(x) = "<<s<<"\t Liczba iteracji = "<<n-1<<endl;
20. cout<<"funkcjaz biblioteki cmath\t  exp(x) = "<<exp(x)<<endl;
21. system("PAUSE");
22. return 0;
23. }
Listing 3.7. Obliczanie wartości funkcji exp(x) z podaną dokładnością
W wierszu 19 podano instrukcję wypisania wartości ex obliczonej jako suma szeregu Taylora, a w wierszu 21 wartość  exp(x) obliczoną przy pomocy funkcji z biblioteki cmath. 
Wynik uruchomienia programu dla n=1 przedstawia  rysunek 3.8.  Założona dokładność obliczeń osiągana jest w tym przypadku po 7 iteracjach.
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Rysunek 3.8. Wynik wykonania programu z Listingu 3.7 dla x=1. 
3.8. Funkcje matematyczne

Język C++, podobnie jak inne języki programowania umożliwia korzystanie z funkcji matematycznych i trygonometrycznych. Są one zgromadzone w bibliotece <cmath>. Poniższa tabela podaje tylko niektóre z nich.
Tabela 3.2 Wybrane funkcje biblioteki cmath
	Działanie
	Typ zmiennej i wyniku
	Funkcja

	moduł liczby
	int
	abs

	
	long
	labs

	
	double
	fabs

	
	long double
	fabsl

	najmniejsza l. całkowita >= od podanej
	double

	ceil


	
	long double
	ceill

	największa l. całkowita <= od podanej
	double
	floor

	
	long double
	floorl

	obliczenie dowolnej potęgi
	dowolny
	pow

	pierwiastek kwadratowy liczby
	double

	sqrt

	
	long double
	sqrtl


3.9.  Zadania 
 1. Napisz program obliczający pole powierzchni oraz obwód dla: 
 a) prostokąta o bokach a i b, 
 b) okręgu o promieniu r, 
 c) trójkąta o bokach a, b i c. 

gdzie a, b, c, r są liczbami rzeczywistymi wprowadzanymi z klawiatury.
 2. Napisz program, który wygeneruje liczby losowe:

 a) całkowite z przedziału [0,100], 

 b) całkowite z przedziału [10, 100], 

 c) całkowite z przedziału [a,b], a,b liczby całkowite, 

 d) rzeczywiste z przedziału [0,1), 

 e) rzeczywiste z przedziału [a,b], a,b liczby rzeczywiste. 
 3. Napisz program, który dla podanych współczynników równania kwadratowego:
ax2 + bx + c=0, obliczy pierwiastki równania. 
 a) a,b,c - liczby całkowite podane przez użytkownika
 b) a, b, c - liczby całkowite generowane losowo z przedziału [-10, 10]
 c) a, b, c - liczby rzeczywiste generowane losowo z przedziału [-10, 10)
 4. Napisz program, który zależnie od wyboru użytkownika przelicza:
 a) metry na cale,
 b) funty na kg,
 c) dolary na Euro i złotówki. 
 Użytkownik wprowadza dane z klawiatury. Metry, funty i dolary są podawane jako liczby całkowite. Dane i wyniki wypisz z dokładnością do trzech miejsc po przecinku.
 5. Napisz program, który wczyta od użytkownika temperaturę:
 a)  podaną w stopniach Celsjusza i zamieni ją na stopnie Fahrenheita, 
 b) podaną w stopniach Fahrenheita i zamieni ją na stopnie Celsjusza, 

gdzie: 1 F = 32 + 9/5 * C
 6. Napisz program, który dla podanej długości boku kwadratu, liczba całkowita, obliczy:
 a) promień okręgu wpisanego w kwadrat,
 b) promień okręgu opisanego na kwadracie.
 7. W trójkącie prostokątnym jedna z przyprostokątnych jest 2 razy krótsza od przeciwprostokątnej. Napisz program, który dla podanej przez użytkownika długości przeciwprostokątnej obliczy obie przyprostokątne i stosunek pola koła opisanego na tym trójkącie do pola koła wpisanego w trójkąt.
 8. Napisz program obliczający kwadrat i sześcian liczby rzeczywistej podanej z klawiatury, wykorzystując mnożenie liczby przez siebie np.10000.1111111111. Wykorzystaj Odpluskwiacz do sprawdzenia jaka jest wartość 2-giej i 3-tej potęgi tej liczby. 

Porównaj uzyskany wynik z wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem funkcji 
matematycznej pow. Wyjaśnij, czym spowodowana jest różnica.
 9. Napisz program, który dla podanych współczynników funkcji kwadratowej:
f(x)=ax2 + bx + c, obliczy współrzędne wierzchołka paraboli. 
 a) a,b,c - liczby całkowite podane przez użytkownika
 b) a, b, c - liczby całkowite generowane losowo z przedziału [-10, 10]
 c) a, b, c - liczby rzeczywiste generowane losowo z przedziału [-10, 10)
Do losowania wykorzystaj funkcje rand() oraz srand(time(NULL)).
 10. Napisz program, który będzie generował w sposób losowy liczby rzeczywiste z przedziału [-10, 10] dopóki ich suma będzie mniejsza od  liczby podanej przez użytkownika a następnie wyświetli wartość średniej arytmetycznej tych liczb. Suma nie powinna uwzględniać ostatniej z generowanych liczb (tej, która spowodowała przekroczenie wartości sumy podanej przez użytkownika).
 11. Dany jest ciąg liczb rzeczywistych zakończony zerem. Napisz program, który wypisze te liczby, których ostatnia cyfra w części całkowitej jest taka sama jak pierwsza cyfra w części ułamkowej. 
 12. Napisz program, który wykorzystując funkcję matematyczną exp(x) wypisze w dwóch kolumnach x  i  exp(x), gdzie x zmienia się w zakresie [a,b]: 
 a)  z krokiem 0.5.  
 b) w n- krokach.
 
Liczby a, b - liczby całkowite generowane losowo z zakresu [1, 10], i b> (a+2)
 13. Napisz program, w którym sprawdzisz czy kolejne n punktów o współrzędnych x, y  należy do koła o środku w punkcie (x0,y0) i promieniu r. 
 a) n - liczba całkowita podana przez użytkownika,
 b) x0, y0, r - liczby rzeczywiste podane przez użytkownika,
 c)  x, y - pseudolosowe liczby rzeczywiste z przedziału od -5 do 5
 14. Napisz program, który obliczy i wypisze wartość miejsca zerowego funkcji liniowej f(x)=ax+b z dokładnością eps. Zastosuj metodę bisekcji (dzielenia połowicznego).  
· a, b - to liczby całkowite generowane losowo z przedziału [-10,10], 
· p i k liczby  podane przez użytkownika
 15. Napisz program obliczania wartości wielomianu n-tego stopnia

w(x) = a0x n + a1x n-1 + a2x n-2 + ... + a n- 1 x + a n,
 a) x - podana przez użytkownika liczba rzeczywista,
 b) an - podane przez użytkownika współczynniki wielomianu – liczby całkowite.

Do sprawdzenia wartości wielomianu użyj odpluskwiacza. 

Uwaga! Do obliczenia wartości wielomianu zastosuj schemat Hornera. 
 16. Napisz program, który obliczy sumę szeregu dla podanej dokładności obliczeń eps=0.001. [image: image9.png]



Do sprawdzenia wartości sumy użyj odpluskwiacza. 
 17. Napisz program obliczający wartość funkcji f(x), dla n-elementowego rozwinięcia 
w szereg Taylora, gdzie f(x) to odpowiednio funkcja:
 a) exp(x) = 1+x+x2/2!+x3/3!+...+xn/n!
 b) cos(x) = 1- x2/2! + x4/4! - x6/6! ... (-1)n *x 2n/(2n)!
 c) sin(x) = x- x3/3! + x5/5! - x7/7! ... (-1)n *x 2n+1/(2n+1)!

Uwaga! W rozwiązaniu nie można korzystać z funkcji obliczającej silnię ani potęgę. 
Kolejny element ciągu należy uzyskać na podstawie wartości poprzedniego, wykonując 
odpowiednie operacje arytmetyczne. 
 18. Napisz program obliczający wartość funkcji f(x) z podaną dokładnością 
np. eps=0.0001,  gdzie f(x) to odpowiednio funkcja:.
 a) exp(x) = 1+x+x2/2!+x3/3!+...+xn/n!
 b) cos(x) = 1- x2/2! + x4/4! - x6/6! ... (-1)n *x 2n/(2n)!
 c) sin(x) = x- x3/3! + x5/5! - x7/7! ... (-1)n *x 2n+1/(2n+1)!

Uwaga! W rozwiązaniu nie można korzystać z funkcji obliczającej silnię ani potęgę. 
Kolejny element ciągu należy uzyskać na podstawie wartości poprzedniego, wykonując 
odpowiednie operacje arytmetyczne. Wypisz ile elementów ciągu jest uwzględnianych do 
obliczenia wartości funkcji przy podanej dokładności.
 19. Napisz program obliczający wartość "złotej" liczby, z podaną dokładnością eps. Złotej liczbie jest równy  ułamek piętrowy (łańcuchowy), złożony z samych jedynek , np.:. 

[image: image10.png]



Kolejne wartości licznika i mianownika otrzymywanych ułamków, to wyrazy złotego ciągu: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 ..., które spełniają następujący warunek, z wyjątkiem dwóch pierwszych,  każdy wyraz tego ciągu jest sumą dwóch poprzednich. Do sprawdzenie wartości licznika i mianownika użyj odpluskwiacza. 
 20. Napisz program obliczania potęgi z liczby całkowitej gdzie wykładnik jest liczbą zapisaną w postaci ułamka (może też być liczbą ujemną).
 21. Napisz program obliczania całki oznaczonej dla funkcji np. f(x)=-x2-x+10 
 a) metodą trapezów. 
 b)  metodą prostokątów. 
Użytkownik podaje:
 a)  n-liczba przedziałów (prostokątów), 
 b) a,b - początek i koniec zakresu całkowania.
 23. Dana jest funkcja f(x)=x, która ma funkcję pierwotną F(x)=0.5*x2+C. Dla przedziału [a,b] oblicz wartość całki funkcji f(x) metodą Monte Carlo i wynik porównaj z wynikiem dokładnym: F(b)-F(a). Czy liczba losowań ma wpływ na dokładność obliczanej całki?  

Algorytm metody Monte Carlo:
· s=0;
· dla i=1,…,n
· wylosuj liczbę c z przedziału [a,b], 
· s=s+f(c), 
· całka=s/n
 24. Napisz program, w którym sprawdzisz czy kolejne punkty o współrzędnych x, y  należą do prostokąta o wierzchołku (lewy dolny) w punkcie (x0,y0) i bokach o długości a i b.
· n - liczba całkowita podana przez użytkownika, która określa ilość punktów,
·  x0, y0, a, b - liczby rzeczywiste podane przez użytkownika, 
· x, y - pseudolosowe liczby rzeczywiste z przedziału od -10 do 10.
 25. Napisz program, w którym sprawdzisz ile z  n punktów o współrzędnych x, y  należy do przekątnej kwadratu o wierzchołku (lewy dolny) w punkcie (x0,y0) i boku a. 
· n - liczba całkowita podana przez użytkownika,
· x0, y0, a - liczby rzeczywiste podane przez użytkownika,
· x,y - pseudolosowe liczby rzeczywiste z przedziału od -5 do 5
 26. Napisz program, który dla 10 generowanych losowo liczb rzeczywistych z zakresu 
[-20,10] wypisze najmniejsze liczby całkowite większe od wylosowanych liczb rzeczywistych.
 27. Napisz program, który dla 10 generowanych losowo liczb rzeczywistych z zakresu 
[-10,10], wypisze największe liczby całkowite mniejsze  od wylosowanych liczb rzeczywistych.
 28. Napisz program, który obliczy średnią ważoną z egzaminu dla wygenerowanych losowo ilości osób, które uzyskały oceny: bdb, db+, db, dst+, dst i ndst. 
 29. Dany jest układ dwu równań liniowych  z dwoma niewiadomymi. Napisz program, który rozwiązuje taki układ równań. 
 30. Dany jest punkt o współrzędnych x i y. Napisz program, który dla n punktów dwuwymiarowych wypisze dowolny punkt najbardziej odległy od punktu x, y.
 31. Dane są dwa przedziały: A=[a1,a2] i B=[b1,b2]. Napisz program, który liczy: sumę, iloczyn oraz różnicę A-B i B-A dla tych zbiorów. 
 32. Dana jest liczba wymierna p/q. Napisz program, który podaje jej mantysę i cechę w postaci znormalizowanej. 
 33. Ułamek nieskracalny to taki, w którym licznik i mianownik mają NWD=1. Napisz program, który dowolną liczbę wymierną przekształca do ułamka nieskracalnego. 
 34. Użytkownik podaje n-liczb rzeczywistych postaci xx.yyy (ilość cyfr x i y jest nieokreślona). Napisz program, który w kolejnych wierszach wypisze oddzielone znakiem tabulatora dwie liczby xx i yyy, część całkowitą i ułamkową liczby rzeczywistej xx.yyy..  
 35. Napisz program, który wczytuje  współczynniki układu dwóch równań liniowych z dwoma niewiadomymi i wypisuje rozwiązanie układu równań. W przypadku nieskończonej liczby lub braku rozwiązań program powinien wypisać na standardowym wyjściu odpowiednią informację. Do obliczeń wykorzystaj metodę wyznaczników (Cramera).
 36. Napisz program, który w przestrzeni 2D znajdzie współrzędne punktu A(x1,y1) oraz B(x2,y2) po przesunięciu o zadany wektor W[v1,v2] oraz wypisze czy po przesunięciu punkty znajdują się w tej samej ćwiartce układu współrzędnych, jeśli tak, to w której. 
 37. Napisz program, który oblicza pierwiastek kwadratowy zadanej liczby. Nie korzystaj z funkcji wbudowanych. Zaimplementuj wzór Newtona, dla którego [image: image11.png]
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, gdzie an jest ciągiem zadanym rekurencyjnie [image: image13.png][C
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. 
Wynik porównaj z rozwiązaniem, w którym wykorzystasz funkcję sqrt(x). Dane i wyniki wypisz z dokładnością do trzech miejsc po przecinku.
 38. Napisz program znajdujący pierwiastek równania f(x)=ax2+bx+c metodą stycznych. Metoda stycznych iteracyjnie przybliża rozwiązanie równania startując z jakiejś początkowej wartości x0 korzystając ze wzoru :[image: image15.png]SGx)
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. (w mianowniku mamy pierwszą pochodna funkcji f(x)).
 39. Wpłacasz 6000 zł na konto oprocentowane na 5% w skali roku. Napisz program, który policzy ile pieniędzy będziesz miał po 7 latach, jeśli odsetki dopisywane są raz w roku.  Wzór na kapitalizację odsetek:  K=K0(1+p)n, gdzie K0- kapitał początkowy, p-stopa procentowa, n –ilość lat oszczędzania (ile razy były dopisane odsetki). Sprawdź czy taką samą kwotę uzyskasz, jeśli odsetki będą dopisywane, co pół roku. 
 40. Napisz program, który wczyta trzy kolejne liczby a następnie wyznaczy n-kolejnych liczb, które będą spełniały warunek dla ciągu arytmetycznego.
 41. Napisz program, który wczyta trzy kolejne liczby a następnie wyznaczy n-ty wyraz ciągu arytmetycznego.
 42. Napisz program, który wczyta trzy kolejne wyrazy ciągu geometrycznego a następnie wyznaczy n-ty wyraz tego ciągu, korzystając ze wzoru an=a1⋅qn−1 .
 43. Napisz program, który wczyta trzy kolejne wyrazy ciągu geometrycznego a następnie wyznaczy sumę na n wyrazów tego ciągu, korzystając ze wzoru
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 44. Napisz program, który:
 a)  wczyta od użytkownika współrzędne trzech punktów i sprawdzi, czy są one współliniowe.
 b) wygeneruje losowo współrzędne trzech punktów z zakresu [-5,5] i sprawdzi, czy są one współliniowe. 
 45.  Dla dwu liczb rzeczywistych a i b wygeneruj liczby pseudolosowe z tego przedziału. Sprawdź hipotezę, czy dla n>m błąd względny pomiędzy średnią z wylosowanych liczb a średnią teoretyczną jest mniejszy. 
 46. Losujemy liczby z przedziału [-1,1). Napisz program, który dla n losowań obliczy ilości liczb z przedziałów: [-1,-0.5), [-0.5, 0), [0, 0.5), [0.5,1). Sprawdź wpływ wartości n na hipotezę: im n jest większe, tym liczebności podprzedziałów powinny rozkładać się bardziej równomiernie. 
 47. Korzystając z liczb losowych oblicz wartość liczby . 
Wskazówka: Rozważmy kwadrat o boku 1 i koło o średnicy 1, znajdują się one w obszarze (0,0)-(1,1). . Losujemy n razy dwie liczby z przedziału [0,1] i zliczamy trafienia do koła wg  wzoru:
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 48. Dla wczytanej liczby rzeczywistej wypisz 1, gdy część całkowita jest równa części ułamkowej i 0 w przeciwnym razie.
 49. Dla wczytanej liczby rzeczywistej wypisz 1, gdy najbardziej znacząca cyfra części całkowitej jest równa najbardziej znaczącej cyfrze części ułamkowej i 0 w przeciwnym razie.
 50. Dla wczytanej liczby rzeczywistej wypisz ilości cyfr liczonych łącznie dla części całkowitej i ułamkowej.
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